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Resumen

Hay muchas expresiones matematicas que precisalalzion entre la longitud de una

circunferencia y su radio. Pero hay una que quesetestacar por ser muy sencilla, ya
que se puede estimar a partir del Teorema de PaRg®82 a 507 aC). Con ello,

proponemos la siguiente expresion para el nimero pi
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Esta puede ser una forma divertida para que losngw calculen el valor de pi por su
cuenta.

1. Antecedentes

Desde el antiguo Egipto (1600 aC) hasta el sigkaga, muchos matematicos han tratado
de precisar la relacion entre la longitud de uneuaferencia y su radio. Pero las primeras
expresiones analiticas de las que tenemos corstaobie la convergencia "exacta” del
namero pi aparecen a partir de 1665, cuando JohhsWascubre un producto infinito
para pi, pero tarda mucho en converger (Gomez-ARAR3):

n_224466

2 133557
El aleman G. Leibniz obtuvo en 1674 una suma dargipartir del desarrollo en serie de
Taylor del arctangente, que fue obtenida por Gregorl671.:
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La serie de Taylor coverge mas rapidamente si tavean+ 143 (Gémez-Aroca, 2003):
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Euler (1738) encontro otras expresiones pidacombinando diferentesctan x. Pero din
dudas, la expresion mas elegante de Euler es larquomtro en 1734:
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Esta formula puede entenderse com un caso partidalda Funcién Zeta de Riemann

(1859), basada en la serie de Dirichlet (1805-18b&nbién se puede deducir a partir del
desarrollo en series de Fourier (1822).
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2. Expresion alternativa para el nimero pi

Como ejercicio didactico, proponemos utilizar lgusente expresion matematica ya que
puede deducirse utilizando matematicas elementales:

=lim 2“J2—«/2+\/2+ a2

2 3 n

De hecho, es suficiente con conocer eI teoremaitélgdPas y coOmo se opera con raices.
Para ello, hay que partir de sucesivos 2m-poligamrgenidos en un circulo de radio
unitario (Fig. 1)

n-oo

Fig 1. Sucesivos poligonos de 2m lados rodeados deinmsierencia de radio unitario, donde por ejemplo
d; es el lado del cuadradg; ek el lado del octégono, mientras que bg son catetos de los dos triangulos
rectangulos internos que forma el octégono comadiado.

El célculo de la longitud del lado de un 2m-poligdsy,, se puede calcular de forma
recurrente segun el teorema de Pitagoras. Si aosess el octégono (tomando m = 4),
éste se relaciona con el cuadradi (Fig. 1), y pdahto podemos encontrar una equacion
entre R y ¥2d;, que es lo mismo que entrgnly ¥2dy:

by, = :I-_(%dm)2

hyp =1-by, =1 1—(ld y
S e L f

d2m=J1+1—%dm) -2/1- (30, + (3o, Jz 21-(30,F

Por lo tanto, sabiendo que el lado del cuadradd, esﬁ, obtenemos:

gy = l- -0 a,f [ +(d.f = 2-21-(1a,] = /2-
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El perimetro de un"oligono se obtiene multiplicando la longitud thedo (¢~,) por el

nimero de lados (P
P, =2"d,. = 2”J2—«/2+«/2+...&
1

2 3 n-1

Por lo tanto,77 puede obtenerse como la mitad de ese perimesadouel nimero de

lados tiende a infinito:
=1lim 2”‘1\/2—«/2+«/2+ .2
n-o 1 2

3 n-1
Cambiando n-1 por n, se encuentra finalmente que:
=lim ZHJZ—*/2+W
n-e 2 3 n

Con n = 16 se obtierme~ 3,14159267, es dir, 7 decimales correctos.

3. Algunas curiosidades mateméticas
3.1. El problema de John Wallis

La primera expresion conocida para el célculo dagpdada por John Wallis en 1665:
n_2244668

2 1335577
Vemos que este producto infinito puede escribicsaa
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donde A, = 2, yW, es la funcién de Wallis. Es facil notar que la stanteA, no es
relevante en el limite infinito, ya que el cociedt los dos ultimos numeros tiende a 1,
independientemente del valor dig
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No obstante, la convergenciai® de la funcion de Wallis, si depende sensibleméet

valor de esa constante. Vemos por ejemplo que despel 14500 iteraciones, es mejor
tomarA, = 1,5.

Ao 2-Wias0o

0 3,14147472422
1 3,14155334363
2 3,14163196305

15 3.14159265334




3.2. Convergencias de la nueva funcién

Como curiosidad, notad que:

IimJ2+«/2+«/2+...ﬁ =2

n-e 2 3 n-1

Aprovechamos para definir la funcion:

& (a,b) :(a+(a+ (a+...(a)§)%j;]é

1 2 3 n

Ejercicio: ¢para qué valores de x existe convelgest el infinito (n—wx) en la siguiente
funcion?

Q,(x) = 2"(&, (% X) = & (% X))
4. Conclusiones

El nimero/rpuede calcularse con cierta precision utilizarildea@ema de Pitagoras. Este
podria ser un buen ejercicio para los jovenes @emocnivel de operaciones con raices.
Ademas, hemos dejado abierto un problema de coeweias para que puedan divertirse
también los aficionados a las mateméticas, convel mas avanzado.
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