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Resum

Hi ha moltes expressions matematiques que pretéseelacio entre la longitud d’'una
circumferéncia i el seu radi. Perd hi ha una guemalestacar per ser molt senzilla, ja que
es pot estimar a partir del Teorema de Pitagoi@® {507 a.C.). Amb aix0, proposem la
seglent expressio per al nombre pi:

m=lim 2”%2—«/2+«/2+ a2

n-o 2 3 n
Aquesta pot ser una forma divertida per a que igisexs calculen el valor de pi pel seu
compte.

1. Antecedents

Des de l'antic Egipte (1600 a.C.) fins al seglespasmolts matematics han tractat de
precisar la relacié entre la longitud d’'una circamghcia i el seu radi. Pero les primeres
expressions analitiques que tenim constancia $alwanvergencia “exacta” del nombre pi
apareixen a partir de 1665, quan John Wallis desoohin producte infinit per a pi, pero
tarda molt en convergir (Gomez-Aroca, 2003):

n_224466

27133557
L’alemany G. Leibniz va obtindre en 1674 una sueragla a partir del desenvolupament
en serie de Taylor de I'arctangent, que va senghtia per Gregory en 1671:
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La série de Taylor convergeix més rapidament sigrex = 143 (G6mez-Aroca, 2003):
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Euler (1738) va trobar altres expressions pervdacombinant diferentsrctan x. Pero
sense dubte, I'expressio meés elegant d’Euler §adava trobar en 1734

772 =1+ }+ 1+i+ = Zi

6 4 9 16 ='n
Aquesta formula pot entendre’s com un cas particdé&a la Funcié Zeta de Riemann
(1859), basada en la série de Dirichlet (1805-18%8mbé es pot deduir a partir del

desenvolupament en séries de Fourier (1822).
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2. Expressio alternativa per al nombre pi

Com a exercici didactic, proposem utilitzar la sagilexpressié matematica ja que pot
deduir-se amb matematiques elementals:

=lim 2“J2—«/2+\/2+ a2

2 3 n
De fet, és suficient amb conéixer el teorema dagBres i com s’opera amb arrels. Per a
aixo, cal partir de successius poligons de 2m tstatinguts en un cercle de radi unitari

(Fig. 1).

n-oo

Fig 1. Successius poligons de 2m costats envoltats diwcamferencia de radi unitari, on per exemple, d
és el costat del quadrat, €k el costat de I'octogon, mentre qgéhl son els catets dels dos triangles
rectangles interns que forma I'octdgon amb el gaadr

El calcul de la longitud del costat d’'un 2m-poligds,, es pot calcular de forma recurrent
segons el teorema de Pitagores. Si observem l'ootdgrenent m = 4), aquest es
relaciona amb el quadrat (Fig. 1), i per tant podeybar una equacio entrg bYzd,, que
és el mateix quezl i Y20
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Per tant, sabent que el costat del quadragésﬁ obtenim:
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El perimetre d’'un 2poligon s’obté multiplicant la longitud del costéi~,) pel nombre de

costats (9):
P, =2"d,. = 2”%2—«/2+«/2+...ﬁ
1

2 3 n-1

Per tant,77 pot obtindre’s com la meitat d’aqueix perimetrea el nombre de costats

tendeix a infinit:
= lim 2" 1%2—«/2+«/2+ A2

n-e 2 3 n-1

Canviant n-1 per n, es troba finalment que:
—I|m2”x/2—«/2+x/2+ a2
n-o 2 3 n

Amb n = 16 s'obtét= 3,14159267, és a dir, 7 decimals correctes.

3. Algunes curiositats matematiques
3.1. El problema de John Wallis

La primera expressié coneguda per al calcul dagier donada per John Wallis al 1665:
n_2244668

2 1335577
Veiem que aquest producte infinit pot escriure’sico

m_ ([ 2k ? 0
5 m((znuo) u(2k+lj j_ lim W, (4,)

on, = 2, iW, és la funcié de Wallis. Es facil notar que la ¢ansi, no és rellevant en el
limit infinit, ja que el quocient dels dos ultim@meros tendeix a 1, independentment del

valor deA,.
im Wald) _[ 2n+4, ( 2n j( 2n j_
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No obstant, la convergencia® de la funcio de Wallis, si depén sensiblemehtwdor
d’aqueixa constant. Veiem per exemple que desmrdgl800 iteracions, és milldg =1.5:

Ao 2-Wissoo

0 3,14147472422
1 3,14155334363
2 3,14163196305

15 3.14159265334




3.2. Convergencies de la nova funcié

Com a curiositat, noteu que:

lim J2+«/2+«/2+...ﬁ =2

n-e 2 3 n-1

Aprofitem per a definir la funcio:

&, (a,b) =(a+(a+ (a+...(a)é)%jéT

1 2 3 n
Exercici: per a quins valors d'x existeix convergana l'infinit (n —w) en la segient
funcié?

Q,(x) = 2"(& (% X = & (x X))*
4. Conclusions

El nombresres pot calcular amb certa precisio utilitzantegiréma de Pitagores. Aquest
podria ser un bon exercici per als joves amb dedlind'operacions amb arrels. A més,
hem deixat obert un problema de convergéncies peegupuguen divertir també els
aficionats a les matematiques, amb un nivell mésgat.
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