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Resum 

Recentment, s'ha mesurat una possible variació de la “constant” gravitacional G, que 
pot ser explicada per l'expansió de l'univers. En la majoria dels treballs de recerca, 
es construeixen models cosmològics que utilitzen "energia fosca" per explicar per 
què l'expansió de l'univers no s'està reduint per l'acció gravitatòria. En aquest treball 
es proposa un model alternatiu per explicar la variació de G amb l'expansió de 
l'univers, sense la necessitat de postular l'existència d'energia fosca. El model es 
basa en una adaptació relativista del model de "globus cosmològic". El model 
proporciona una explicació de la "constant gravitacional i la seva variació relativa. 
De fet, el valor previst de la variació relativa (G-1dG/dt = 7,3·10-11 any-1) és 
consistent amb les observacions més precises. Un altre dels resultats d'aquest treball 
és l'obtenció d'un valor per al paràmetre de Hubble igual a 71,3 ± 0,6 km·s-1·Mpc-1, 
la qual cosa és consistent amb el valor que actualment s'observa (71 ± 4 km·s-1·Mpc-

1). A més, el model ofereix valors teòrics de l'energia de l'univers (4,10 · 1053 kg), 
així com altres quantitats cosmològiques, com la massa mínima mesurable ((1,36 ± 
0,01) · 10-67 kg)  i l'interval mínim de temps (1,4·10-105s).  

 
Paraules clau: Variació de G · Model del globus · Expansió de l’univers 

 
 
 
1 Introducció 
 
L’observació de totes les magnituds físiques, incloent el temps i l’energia, semblen estar 
afectades per un fenomen quàntic de deslocalització (Weinberg, 1995), per la qual cosa tot 
fa pensar que les equacions cosmològiques també han de ser sotmeses al procés de 
quantització (Carlip, 2001; Rovelli, 2004). Però abans d’això cal entendre millor l’expansió 
de l’univers, així com l’origen i l’evolució de la constant d’acoblament de la gravitació, G. 

Dirac (1938) fou el primer en suggerir la possibilitat de que G podria variar en funció de 
l’edat de l’univers, concretament va proposar que G és una funció de la inversa del temps. 
Aquesta teoria es va desenvolupar dècades després per Brans i Dicke (1961). Contràriament 
a això, altres autors proposen que G augmenta amb l’edat de l’univers (Hellings et al., 1983; 
Abdel-Rahman, 1990; Massa, 1997; Arbad, 2003). En l’actualitat nombrosos autors 
conclouen que s’ha mesurant una variació de G, però no hi ha consens en el signe ni en la 
magnitud (Salam i Wigner, 1972; Müller et al., 1991; Demarque et al. 1994; García-Berro et 
al. 1995; Thorsett, 1996; Benvenuto et al., 1999; Olive et al.,2002). 

D’altra banda, en l’actualitat s’ha produït un avanç important en la mesura d’altres 
paràmetres cosmològiques, i s’han obtingut resultats confosos per a la densitat de l’univers i 
l’expansió. Concretament surt una densitat igual a la crítica però una expansió no frenada 
(Tegmark et al., 2004; Spergel et al., 2007; Hinshaw et al., 2009). Per a explicar els 
resultats, ha estat necessari introduir el concepte d’energia obscura, de tal manera que ara 
l’expansió queda garantida per l’acceleració que provoca dita energia, compensant així 
l’atracció gravitatòria de la densitat crítica. 
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En cosmologia moderna, habitualment s’empren 4 dimensions macroscòpiques a més de 
les propostes a escala microscòpica en la teoría de Kaluza-Klein i la teoria de cordes (Green 
et al., 1987; Wuensch, 2003). Aquestes dimensions macroscòpiques poden trobar-se 
corbades per l’efecte de l’energia (Einstein, 1916; O'Neill, 1983), per la qual cosa 
habitualment es construeixen models d’expansió de l’univers tenint en compte la massa-
energia que existeix. No obstant actualment s’ha vist necessari la postulació de l’existència 
d’una energia “obscura” (no observable) per a poder explicar el fet que l’expansió de 
l’univers no es frena per l’acció gravitatòria. 

En aquest treball proposem un model senzill alternatiu per explicar la relació entre la 
variació de G i l’expansió de l’univers, sense la necessitat de postular l’existència de 
l’energia obscura. El model es basa en una adaptació relativista del model cosmològic del 
globus (Eddington, 1933). 

El model cosmològic del globus tracta d’explicar la llei de Hubble (1937), és a dir, per 
què tots els grans cúmuls de l’univers es separen entre sí, exceptuant aquells suficientment 
pròxims, atrets per l’acció gravitatòria, com ara l’Andròmeda (Slipher, 1913). Tal i com van 
fer popular Eddington (1933) y Hoyle (1960), si dibuixem galàxies en la superfície d’un 
globus i l’inflem, aquestes es separen entre sí, d’una forma molt similar a com es separen en 
l’univers. És a dir, podem fer l’analogia on la superfície del globus (2D) és la 
hipersuperfície (3D) de l’univers, de tal manera que el radi de l’expansió és proporcional al 
temps. El fet d’inflar-se el globus suposa una dimensió temporal, però el fet de que el globus 
siga una superfície corbada (2D) obliga a que estiga contingut en un volum (3D). Aleshores 
es proposa que a l’univers li ocorre de forma similar: Per poder descriure millor la 
hipersuperfície corbada (3D) podem emprar un hipervolum espacial (4D), a banda de la 
dimensió temporal independent. 

Una altra possible similitud entre l’univers i la superfície del globus la torbem en que és 
finit (en espai i en temps) i no té cap punt privilegiat, ja que el seu centre no es troba en la 
superfície. Si l’univers té una edat finita, tal i com suggereixen les observacions, i donat que 
la velocitat màxima d’expansió és finita, sembla impossible que l’univers siga infinit. Per 
això descartem a priori que l’univers siga totalment pla o obert, ja que necessàriament això 
implica infinitud o fronteres, i per tant un punt privilegiat (centroide). És a dir, sembla que 
únicament té sentit relativista un univers tancat i conseqüentment amb curvatura positiva. 
Amb aqueixes idees, el model més senzill d’univers que podem formar és aquell que 
presenta una màxima simetria espacial: la hiperesfera.  

A més a més, el nostre model de globus cosmològic ha de satisfer la relativitat general 
(Einstein, 1916), per la qual cosa cal incorporar el signe canviat a l’element temporal del 
tensor mètric, corresponent a la variable temporal. I per a una primera aproximació 
d’univers heterogeni, també és necessari postular algunes relacions addicionals. 
 
 
2 Consideracions empleades 
 
2.1 Model del globus cosmològic 
 
En primer lloc vam construir un model cosmològic que satisfera la relativitat i que 
presentara una curvatura possitiva, de tal manera que fos finit i no presentara fronteres 
(punts privilegiats). Amb això es dedueix que, en el nostre model,  l’univers té 4 dimensions 
contingudes en un espai de 5 dimensions, amb producte definit de traça –3; és a dir 4 
dimensions espacials, (x, y, z, u), i una temporal, (T). Es tracta, doncs, d’una varietat de 
Lorentz o pseudoriemanniana de signatura (1, 4), segons la notació formal (O'Neill, 1983). 
Si bé, també es coneix com espai Minkowskià 5D (Dvali et al., 2000). D’ara endavant, 
escrivim el vector d’espai-temps com L = (T, x, y, z, u). 
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Les cinc dimensions proposades són macroscòpiques a diferència del que es proposa en 
les teories de Kaluza-Klein (Overduin i Wesson, 1997; Wuensch, 2003). A més, ha d’existir 
una condició de lligament de tal manera que reduïm l’espai de configuració en una dimensió 
topològica menys (Salvatore and Longoni, 2005). Aqueixa condició de lligament ve donada 
per la següent relació: tots els successos de l’univers Li = (Ti, xi, yi, zi, ui) tenen el mateix 
mòdul respecte a un determinat origen de referència; és a dir, existeix un origen de 
coordenades O tal que es satisfà: 

  ioi LOL ∀=− 22 τ  (2.1) 

on τo és una constant. Si escollim zero l’origen O = (0, 0, 0, 0, 0), i suposem que el temps T 
és molt més gran que τo, aleshores aquesta condició de lligam esdevé en l’equació d’un 
hipercon centrar en l’origen O; és a dir, per a temps grans l’univers vist des de l’origen pren 
la forma d’una hipersuperfície 4D expandint-se front el temps T, segons: 
 2222222 uruzyxT +=+++≈ r

 (2.2) 
on hem definit el vector r com el vector de les coordenades espacials ordinàries (x, y, z). 
D’altra banda, els observadors no es troben en l’origen, on, per definició, no passa el temps, 
sinó que formen part d’aqueix univers en expansió (hipersuperfície). Per tant, per a escollir 
un nou sistema de referència necessitem un punt espacial fix però observable, ro; en altres 
paraules, el punt espacial (ro) ha de pertànyer a l’univers actual, i per la qual cosa ha de 
satisfer l’equació 2.2. Si escollim zero per a les components espacial ordinàries, x, y i z, 
aleshores necessàriament tenim que u = T, on T és l’edat de l’univers en cada instant de les 
observacions. És a dir, el nostre punt espacial de referència es troba en la trajectòria L = (T, 
0, 0, 0, T), però per estudiar els mòbils ens interessa fixar el temps de referència en To, per la 
qual cosa, finalment el “punt” d’espai-temps de referència és W ≡ (To, 0, 0, 0, T). 

El sistema de referència TXYZ es construeix amb un hiperplà tangent en el punt espacial 
de referència, i perpendicular a la direcció U.  El nostre “punt” W pertany a aqueix hiperplà 
i és tracta d’una trajectòria imaginària de l’espai-temps, ja que sols satisfà l’equació 2.2 per 
a l’instant de referència To (Figura 1). 
 
 

 
Figura1. Representació gràfica de les 5 dimensions de l’univers (esquerra) i projecció de 

l’univers sobre l’hiperplà de 4 dimensions espacials (dreta). 
 

En l’entorn de l’univers pròxim a W, l’espai és quasi pla, però si ens separem del punt 
de referència, la regió pertanyent a la hipersuperfície és cada cop menys plana. Per tant 
definirem un angle de separació γ que ve donat per la hiperesfera que s’obté de l’equació 2.2 
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per a cada instant T. Si definim la distància ordinària r com el mòdul del vector sub-espacial 
(x, y, z), aleshores el sinus de l’angle de separació és el quocient entre r i T, és a dir: 

  

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

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=

=
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T

u
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r

urT
γ

γ

cos

sin
222 r

 (2.3) 

on l’instant T el considerem el radi. És a dir, la condició de lligament anterior ens ha portat 
ara a dir que: 

  2

2

1
T

r
Tu −=  (2.4) 

Hom pot pensar que per a descriure un mòbil en el sistema de referència de W cal fer 
una transformaciò de Lorentz (Møller, 1952) de les coordenades des del sistema O a W, 
considerant la velocitat relativa, que per a r = 0 es troba en la direcció u, i és duw/dT = 1. No 
obstant, això únicament és cert si el sistema de referència W pertany a l’univers (segons 
l’equació 2.1 o 2.2), és a dir, únicament per a T = To – τo. Per tant, necessàriament hem de 
fer una hipòtesi nova: La nostra percepció de l’univers és tal que ens sembla que existeix el 
“punt” W, on teòricament hi som, de manera que qualsevol punt s observat des de W, 
s’escriurà com la diferència entre les components de s i les de W. Dit d’una altra manera, tot 
succeeix com si estiguérem observant des del punt O, però restant la diferència de W a tots 
els punts: 
 ),,,,( TuzyxTTWLs o −−=−≡  (2.5) 

Amb l’equació 2.4 podem escriure que: 

 ( )( )2
211,,

T
rTrts −−−= r

 (2.6) 

on hem definit que t ≡ T  – To. A més, si la distància de r és petita respecte al temps T, 
aleshores podem aproximar que: 
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 (2.7) 

És a dir, les 4 dimensions aparents es mostren de forma explícita, segons: 
 )2/,,( 2 Trrts −= r

 (2.8) 
i per tant, localment (r << T) l’espai esdevé pla i podem reproduir la mètrica de Minkowski. 
D’altra banda, com que l’univers es troba en expansió, veiem que per a un objecte que no 
canvia d’angle respecte el sistema coordinat, tenim: 
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=   (2.9) 

on kr és el vector direcció de r i γ és l’angle relatiu de l’objecte estudait respecte a W. És 
convenient, doncs, usar una variable espacial independent del temps, com és el cas de 
l’angle. Amb ell definim unes coordenades espacials comòbils, r’ , segons: 

 ro uTr r
r

·sin' γ≡   →  
T

r
Tr o

r
r ='    (2.10) 

Aleshores és possible reescriure l’equació 6, segons:  
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D’altra banda, com que tenim 4 graus de llibertat en 5 dimensions, és possible utilitzar la 
relativitat general per a reduir-les a 4 dimensions espaciotemporals: Siga un observador que 
es deixa caure, aleshores les seues coordenades pròpies {ξα} es poden transformar segons 
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un altre sistema de referència W{ xε} a partir del principi d’equivalència d’Einstein (1916). 
El quadrat del mòdul del vector posició abans de transformar és: 
 βα

αβ ξξη ddds =2  (2.12)   

on ηαβ és el tensor mètric 4-dimensional amb traça –2, mentre que ds és el mòdul del vector 
posició (Einstein, 1916). Si ds2 > 0 aleshores el temps propi dτ és defineix com dτ = ds. I 
per tant, el canvi de sistema de referència,  {ξα} � W{ xε}, ve donat per: 

 µλ
λµ

µλ
µ

β

λ

α

αβ
ξξη dxdxxgdxdx
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dx

d
ds )(2 ==   (2.13) 

on el tensor gλµ(x) queda definit com: 

 µ

β

λ

α

αβλµ
ξξη

dx

d

dx

d
g =    (2.14) 

 
2.2 Energia de l’univers 
 
En el nostre model, l’univers presenta un interval mínim de temps, o quantum de temps, que 
és igual a la constant τo (equació 2.1) Per tant, qualsevol variable espacial xα pot escriure’s 
com un nombre enter de τo segons xα = nα · τo, on nα és un nombre enter. No obstant podem 
suposar que, a priori, a escales macroscòpiques aqueixa descripció és pràcticament 
equivalent a un espaitemps continu, per la qual cosa segueixen sent vàlids els càlculs 
diferencials. 

Per poder entendre la discretització del temps podem fer una analogia física amb la 
propagació de l’energia d’una ona Ψ(T) en funció del temps T. En aquest cas el medi on es 
propaga l’ona és l’espai 5D que conté l’univers, i l’ona és l’univers en sí (conjunt 
d’esdeveniments possibles que acompleixen la condició de lligam L2 = τo). L’energia (o 
matèria) es propaga pels punts discrets, per exemple aquells que satisfan la condició 
quàntica de lligament, segons: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )24232221201 nnnnn −−−−=  (2.15) 

on nα és el nombre enter associat a la variable espacial xα. No obstant, degut a la simetria 
rotacional SO(4) dels eixos del sistema de referència (Weinberg, 2000), els punts de l’espai 
(i per tant de matèria) poden tenir “infinites” localitzacions. Per la qual cosa proposem fer 
un tractament similar a la Teoria Quàntica de Camps. 

Recordem que, siguen dues magnituds d’un sistema quàntic (Weinberg, 1995, 1996) 
representades pels observables Â i Ê, aleshores si són operadors autoadjunts i actuen sobre 
un espai d’estats on es satisfà la desigualtat de Schwarz aleshores, el valor esperat del 
producte Â·Ê és major que la magnitud de la seua part imaginaria (Robertson, 1929), és a 
dir:  

 [ ]
2

2 ˆ,ˆ
2

1ˆˆ ψψψψ EA
i

EA ≥  (2.16) 

on ‹ψ|X|ψ〉 és el valor esperat de X en l’espai d’estats |ψ〉, mentre que [Â , Ê] ≡ ÂÊ - ÂÊ és 
el commutador, que també és igual a [Â , Ê] = [Â - ‹ψ|Â|ψ 〉,  Ê - ‹ψ Ê|ψ 〉], mentre que 
‹ψ|X|ψ〉  és el valor esperar de X en l’espai d’estats |ψ〉. Per tant, la desviació estàndard dels 
observables Â i Ê satisfan que: 

 [ ]ψψ EAiEA ˆ,ˆˆ·ˆ 2
1−≥∆∆  (2.17) 

Per exemple, si definim l’operador moment-energia com αα ∂≡ ip
)

, actuant sobre 

qualsevol estat |ψ 〉 aleshores es fàcil demostrar que: 
 2

1ˆˆ ≥∆∆ αα xp  (2.18) 

Si no fem cap mesura, aleshores podem prendre les desviacions mínimes: 
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 2
1ˆˆ =∆∆ αα xp   →   2

100 ˆˆ =∆∆ xp  (2.19) 

Si ara apliquem els operadors sobre un hipotètic estat de l’univers Ψ(T) en l’instant 
mínim de temps, aleshores la amplitud mínima del moment-energia en aquell instant inicial 
és: 

 
ox

xp
τ2
1

2
1

)(ˆ
min

0min
00 =

∆
=∆∆  (2.20) 

Aquesta és doncs, per definició, l’energia o massa total de l’univers (MU) que es propaga 
des de l’instant τo. En unitats del sistema internacional, tenim que: 

 
o

U xpM
τ2

)(ˆ min
00 h=∆∆≡  (2.21) 

En general, la desviació màxima d’una component espacial és ∆x0
max = ∆n0τo = T = n0τo. 

Per tant, la desviació mínima associada, ∆p0
min, és:  
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1
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≡==
∆

=∆∆
τ

 (2.22) 

on m̃o és l’energia mínima mesurable de l’univers, i per tant el quantum d’espaitemps-
energia. 
 
 
2.3 Densitat de l’univers 
 
Segons el model proposat, el volum (3D) de l’univers és 2π2To

3, per tant la densitat mitjana 
de l’energia de l’univers és: 

 3
o

U
o

T

M

Ω
≡ρ  ...  (2.23)  

on Ω  ≡ 2π2, i MU és la massa total de l’univers. Suposant que la densitat es troba repartida 
de forma uniforme a l’univers, aleshores podem definir una massa Mγ tancada en un volum 
de radi igual a l’arc D = γ /To, com: 
 3)( DDM o γγ ωρ≡    (2.24) 

on ωγ  ≡ 2π(γ – sin γ · cos γ )·γ -3 és l’angle volumètric associat a l’angle γ, respecte un 
determinat sistema de referència (veure apèndix 6.1). 
 

D’altra banda, la densitat lineal µ de l’energia de l’univers, MU, es defineix com el 
quocient entre l’energia i l’edat de l’univers To, és a dir: 

 
o

o

o

U m

T

M

τ
µ

~
=≡  (2.25) 

Amb això podem rescriure l’equació 2.23 segons: 

 2
o

o
TΩ

= µρ  (2.26) 

 
2.4 Aproximació d’univers heterogeni 
 

Suposant que, per una determinada raó, en un moment To un nombre de punts nM 

d’energia m̃o aconsegueixen formar un cúmul d’energia M = nMτo, aleshores podem definir 
un temps format per la suma de la longitud de tots els punts, és a dir TM = nMτo. D’aquesta 
manera, la densitat lineal és la mateixa que la de l’univers en To, és a dir µ. De fet, aplicant 
l’equació 2.25 i 2.22, veiem que: 
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Aleshores, el temps TM representa el radi de curvatura d’un hipotètic micro-univers amb 
la mateixa densitat lineal µ que l’univers, i amb una massa-energia M que es troba repartida 
uniformement en l’espai d’aqueix micro-univers, és a dir, amb densitat ρM constant, i major 
que la de l’univers, ρo. No obstant la densitat del cúmul no sempre es constant en l’espai.  

Tant si el cúmul es troba confinat o no en una esfera de radi R, per a qualsevol arc 
espacial D podem definir una densitat mitjana d’aqueix cúmul, ρD, que en general no serà 
constant (diferent de ρM). Així doncs, aqueixa densitat ve donada por el quocient entre 
l’energia, m(D) ≤ M, tancada pel volum simètric de l’arc D, i aqueix volum, és a dir: 

 3

)(
)(

D

Dm
DD

γω
ρ ≡   (2.28) 

Recordem que existeix una relació entre la curvatura de l’univers, To, i la densitat 
mitjana, ρo, que ve donada per l’equació 2.26, i per tant: 

 
o

oT
ρ
µ

Ω
=  (2.29) 

Aleshores, fem la hipòtesis que per a estudiar el comportament del cúmul de punts 
podem prendre un radi de curvatura Tr associat a la densitat mitjana ρD (D), de tal manera 
que en el límit quan ρD (D) → ρo  recuperem que Tr → To, per tant necessàriament definim: 

 
D

rT
ρ
µ

Ω
≡  (2.30) 

Veiem que, en el cas que la densitat mitjana del cúmul ρD siga constant amb la distància 
(ρD (D) = ρM), aleshores s’obté que la curvatura Tr també és constant i igual a TM. Per 
mostrar-ho, podem aplicar que la densitat (constant) del cúmul satisfà doncs l’equació 2.23, 
amb energia M del micro-univers; i per tant, es comprova que: 

 M
M

r

M

MD T
M

T
T

T

M
DSi =

Ω
Ω=→

Ω
≡= µρρ

3

3)(  (2.31) 

 
 
3 Resultats 
 
3.1 Obtenció del diferencial de l’espai-temps 
 
A partir de l’equació 2.11, podem calcular l’element de línia de l’univers, vist des del nostre 
sistema de referència, W, i per tant, equivalent al diferencial vist des de qualsevol punt en 
expansió. Segons l’equació 2.11, l’element de línia ds pot escriure’s com: 
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on r’  són les coordenades comòbils en l’espai XYZ (equació 2.10). I per tant, l’escalar del 
diferencial és: 
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operant el quadrat del cinquè terme de la dreta de la igualtat: 

 

}

'1
'

1

1'
2'

'
1

'

'
112

'
''

1
2

'
'

2

2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

''

2

2

2

2

22

dtdr

T

rT

r

T

T
dr

T

r

T

r

T

T

dt
T

r

T

r
rdrdt

TT

T
dt

T

r
rd

T

T
dtds

o

oo

o

o

o

oo

drr

oooo





















−
−









−

−


















−




























−−+−−
















−








−








−=

↑
rr

r
r

 (3.3) 

i finalment, agrupant termes: 
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Per a moviments en els que no canvia l’angle, dΩ = 0, aleshores, podem escriure que: 
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Aquesta és doncs l’escalar del diferencial de línia per a regions petites de l’univers. 
Aleshores veiem que els elements del tensor g, donats per l’equació 2.13 i 2.14 són: 

 













−−= 1

'
12 2

2

00

oT

r
g ,   

2

2

2

'
1

1

o

o
ii

T

rT

T
g

−








−= ,   

2

20
'

1

1'

o

o

i

o
i

T

rT

x

T

T
g

−
















−=     (3.6) 

A més a més, si la distància és molt més petita que el temps (equació 2.7), aleshores 
podem aproximar, segons el desenvolupament de Taylor: 
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Prenent les equacions 3.6, el diferencial d’espai dl és (Wald, 1984): 
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i aproximant de nou pel desenvolupament de Taylor: 
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Aquestes són les equacions d’un univers inflacionari amb un creixement constant en 

funció del temps de l’univers, T. A més s’observa que l’univers té curvatura positiva segons 
la mètrica de Robertson-Walker (Wald, 1984), i localment és pla (k  ≈  2/To

2  ≈ 0). 
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3.2 Obtenció i variació de G 
 

Amb l’aproximació del tensor mètric de l’equació 3.7 i fent el canvi de variables entre la 
distància r’  i l’arc D, podem escriure que: 

 2

23

22

2222

00

sin
1

sin
1

'
1

γ
γ

γ
γ

D

T

T

D

T

T

T

D

T

r
g o

oo

o

oo








−=








−=








−≈  (3.11) 

Tenint en compte les definicions corresponents a les expressions 2.23 i 2.24, s’obté que: 
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Finalment, amb la definició de la densitat lineal (equació 2.25), podem escriure:  
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on r’  és el mòdul del vector espacial ordinari (x’, y’, z’), comòbil a l’univers. Recordem que 
l’element mètric goo aporta informació sobre l’efectivitat del mòdul del temps T, quan s’hi fa 
un producte escalar (Wald, 1984); aleshores podem entendre’l com una mena de “densitat 
de temps” en una certa regió de l’espai. Així doncs, veiem que la densitat lineal aparent µγ  
es comporta com un factor normalitzador d’aqueixa “densitat de temps”.  

A partir de l’expressió 3.13 es dedueix que a mesura que observem amb un arc D més 
gran, l’element goo augmenta amb el quadrat de D, a pesar que l’energia tancada per D 
augmenta a raó del cub. 

D’altra banda, si considerem l’aproximació d’univers heterogeni, podem veure que 
generalment la curvatura pròpia del cúmul seguirà el mateix desenvolupament matemàtic 
que el conjunt de l’univers (des de 3.1 a 3.7). Per la qual cosa, tenint en compte les 
equacions 2.30 i 2.28, obtenim que:  
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 (3.14) 

on r’  és la posició radial comòbil respecte al centre del cúmul. En conseqüència, hi ha 
diferència respecte l’equació 3.13, i és que ara l’element goo fa referència a la densitat de 
temps per al cúmul en concret i no per a l’univers en general. I donat que la densitat ρr és 
major que ρo, aleshores la curvatura associada també ho és (el radi Tr és menor que To).  

D’ara en davant, per comoditat definim el paràmetre gravitacional Gγ = Gγ(γ, µ) com: 

 
µγω
γ

γ
γ 2

2

2
sinΩ≡G  (3.15) 

on Ω = 2π2,  ωγ  = 2π(γ – sin γ · cos γ )·γ -3 i γ és l’angle en la component u d’un punt 
respecte el centre del cúmul. Amb la qual cosa, l’equació 3.14 queda com: 
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on veiem que localment (per a γ = 0) Gγ és tracta de la “constant de la gravitació de 
Newton” (Weinberg, 1972; Wald, 1984), que concretament val: 
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Així, el paràmetre gravitacional Gγ  es pot escriure en funció de Gο  com: 
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En l’equació 3.17 veiem que la ‘constant gravitacional’ Go depèn de la densitat lineal 
d’energia, µo, i aquesta no és una constant, sinó que disminueix amb el temps, o dit d’una 
altra forma, Go augmenta. Sabent que l’edat de l’univers és To  = (1,373 ± 0.012)·1010 anys 
(Hinshaw et al., 2009), podem estimar el canvi relatiu de Go, que ve donat per: 

 11110·3,7
11

4

3 −−≈=
∂
∂→= any

TT

G

GM

T
G

oo

o

oU

o
o

π
 (3.19) 

D’altra banda, per distàncies comòbils r’  del mateix ordre que Tr, l’aproximació 3.14 no 
és vàlida, sinó que cal emprar l’equació 3.6. Per tant, l’element goo del tensor mètric és: 
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4 Discussió 

4.1 Expansió de l’univers 

En cosmologia, la llei de Hubble relaciona la velocitat d’un objecte comòbil a l’univers i la 
seua distància a l’observador mitjançant una pendent anomenada paràmetre de Hubble, Ho 
(Liddle, 2003). El model proposat en aquest treball descriu un univers que presenta una 
expansió lineal amb el temps (equació 2.2). 

De fet, de l’equació 2.9 i posteriors és dedueix que l’expansió es proporcional a la 
inversa de l’edat de l’univers. Per tant, en aquest cas hem obtingut que el paràmetre de 
Hubble és Ho = 1/To. Sabent que l’edat de l’univers és To  = (1,373 ± 0.012)·1010 anys 
(Hinshaw et al., 2009), aleshores, el paràmetre de Hubble que deduïm és 71,3 ± 0,6 km·s-

1·Mpc-1 la qual cosa és consistent amb les observacions: recentment s’han mesurat valors al 
voltant de 71 ± 4 km·s-1·Mpc-1 (Spergel et al., 2003; Tegmark et al., 2004) i 70 ± 3 km·s-
1·Mpc-1 (Spergel et al., 2007). 

Aquests resultats impliquen que la velocitat d’expansió és igual a la de la llum (o molt 
pròxima), en contraposició al que proposen altres autors, els que parlen d’una expansió 
accelerada (Riess et al., 1998; Tegmark et al., 2004; Szabó et al., 2007; Kowalski et al., 
2008, Komatsu et al., 2009). No obstant, en aqueixos treballs apareixen “distàncies 
lumíniques” que en alguns són casos majors que l’edat de l’univers; la qual cosa és 
impossible suposant que la velocitat de la llum haja estat constant, ja que la informació no 
pot viatjar més enllà que la velocitat de la llum (Wald, 1984; i apèndix B). És possible que 
el càlcul de les distàncies s’haja d’efectuar tenint en compte una possible variació de la 
“constant gravitatòria” (Gaztañaga et al., 2001). 
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El model que proposem descriu una curvatura positiva (equació 3.10) que localment és 
aproximable a zero, és a dir, l’univers és localment pla, la qual cosa és compatible amb les 
observacions (Spergel et al., 2007). Concretament hem obtingut que localment val: 

 220
2 ·10·07,1

2 −−≈≈ llumanys
T

k
o

 (4.1) 

on k és la curvatura local i To és l’edat de l’univers.  
D’altra banda, segons les observacions del dipol de la radiació còsmica de fons (Smoot, 

1992), sembla que existeix un marc de referència en repòs absolut (Cahill i Kitto, 2003; 
Múnera, 2009). Per la qual cosa, podem dir que la Terra està movent-se a uns 370 ± 20  
km/s respecte a la radiació de fons. És a dir, podem construir un sistema de referència amb 
uns eixos de coordenades definits amb repòs (segons la radiació de fons). Aqueix sistema de 
coordenades 4D és perfectament compatible amb el nostre model de globus cosmològic. La 
radiació de fons representa en certa manera la superfície del globus en expansió, i la direcció 
radial del globus (el temps) representa la direcció de les trajectòries dels punts amb repòs. 
Amb això, la nostra galàxia està movent-se amb una component “tangencial” respecte a 
aqueixes trajectòries del repòs. 
 
 
4.2 Densitat i massa de l’univers 
 
La ‘constant gravitacional’, Go, fou introduïda per primera vegada per Newton en 1687, i 
actualment es coneix empíricament el valor que és aproximadament 6,674·10-11 (Mohr et al., 
2005; Fixler et al. 2007). Aqueix valor ens serveix per estimar l’energia total de l’univers 
així com la densitat mitjana, segons les equacions 2.26, 3.17 i 2.23, amb Ω = 2π2: 
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Tenint en compte la transformació de les coordenades naturals (c = 1 = ħ) a les del 
sistema internacional, i prenent el valor empíric de l’edat de l’univers com 13,7·109 anys, 
obtenim que: 
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A més, a partir de l’equació 4.2 obtenim que la densitat de l’univers és: 
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Aquesta densitat mitjana es correspon amb el que en la bibliografia s’anomena densitat 
crítica, ρc = 9,4 ± 0,8 · 10-27 kg·m-3  (Tegmark, 2004; Spergel, 2007), de fet, el valor observat 
de la densitat mitjana de l’univers (relatiu a la densitat crítica) és 1,0050 ± 0,0060 (Hinshaw 
et al., 2009), i per la qual cosa hi ha un bon acord entre teoria i observació. 
 
 
4.3 Variació de la ‘constant gravitacional’ 
 
En aquest treball em vist que cal esperar un canvi relatiu de Go, de l’ordre de 7,3·10–11. 
Doncs aquest valor és compatible amb les observacions experimentals, ja que s’ha mesurat 
que la variació relativa de G es troba probablement entre l’ordre de 10-10 any-1 i 10-12 any-1 
(Taula 1), però el signe depèn principalment de si es mesura en una zona fixa (per exemple 
en el sistema solar) o de si es mesura per a diferents distàncies de l’univers (per exemple 
pulsars, nanes blanques, etc.). En el primer cas, la variació relativa de G és positiva 
(Reasenberg i Shapiro 1978, Williams et al., 1996; Müller i Biskupek, 2007 ), i en el segon 
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cas sembla ser majoritàriament negativa (Kaspi et al., 1994; García-Berro, 1995; 
Bisnovatyi-Kogan, 2006), però aquestes últimes mesures tenen en general menys precisió. 
 

Taula 1. Variació relativa de G, mesurada localment (sistema solar) i cosmològicament. 
Primer es mostren els estudis que mesuren un augment i després els que mostren una 

disminució. 
 

G-1dG/dt  (any-1) Autors Metodologia 
(2 ± 7) · 10-12 Müller i Biskupek (2007) Acceleració lunar, amb làser 
≤ 1.6 · 10-12 Guenther et al. (1998) Heliosismologia 
~ 8 · 10-12   Williams et al. (1996)   Acceleració lunar, amb làser 

~ 10-11    Krauss i White (1992) Lents gravitatòries 
~ 10-11    Sisterna i Vucetich (1991, 1994) Evidències paleontològiques 

(0 ± 2)  · 10-12   Anderson et al. (1991) Acceleració planetària, amb radar 
(0,2 ± 0,4) · 10-11 Hellings et al. (1989)   Acceleració planetària, amb radar 
(1,6 ± 0,6) · 10-11 Van Flandern (1981)* Acceleració lunar, amb làser 

(2 ± 4) · 10-12 Hellings et al. (1983) Evolució solar 
~ 1.5  · 10-10 Anderson et al. (1978) Acceleració planetària, amb radar 

(6,2 ± 3,3) · 10-10   Reasenberg i Shapiro (1978) Acceleració planetària, amb radar 
~ 3 · 10-11   Williams et al. (1978) Acceleració lunar, amb làser 
≤  1 · 10-10   Chin i Stothers (1976) Evolució solar 

(5 ± 1)  10-11 Dearborn i Schramm (1974) Estabilitat de clusters galàctics 
~ 4 · 10-11   Morrison (1973) Evolució lunar, eclipsi 
~ 4 · 10-10   Shapiro et al. (1971)   Acceleració planetària, amb radar 

(0,6 ± 2)·10-12 Bisnovatyi-Kogan (2006) Sistemes pulsar 
≥ – 4,1 · 10-10 Biesiada i Malec (2004) Sistemes pulsar 
≥ – 1 · 10-11   Gaztañaga et al. (2001) Lluminositat Supernova Ia 

–(1,4 ± 2,1)·10-11   Degl’Innocenti et al. (1996) Clusters globulars 
–(0,6 ± 4,2)·10-12   Thorsett (1996) Massa d’estrelles de neutrons 
– (1 ± 1) · 10-11 García-Berro (1995) Nanes blanques, (C/O) estratificat 
– (3 ± 3) · 10-11 García-Berro (1995) Nanes blanques, no-estratificat 
– (9 + 18) · 10-12 Kaspi et al. (1994) Sistemes pulsar 
– (1,1±1,1) ·10-11 Damour i Gundlach, (1991) Sistemes pulsar 
≥ – 1 · 10-12   Wang (1991) Lluminositat solar 
≥ – 8 · 10-12   McElhinny et al. (1978) Planetes i creació tipus Dirac 

 
La teoria de cordes és compatible amb valors negatius, concretament G-1dG/dt = –1·10–

11 ± 1 any-1 (Wu i Wang, 1986), la qual cosa implicaria una creació d’energia (Dirac, 1936, 
1975). Això és el que assumeixen alguns autors com McElhinny et al. (1978) i Van 
Flandern (1981) per a explicar l’acceleració planetària, evitant assumir com positiva la 
variació G-1dG/dt. 

De fet, en la majoria dels treballs on es mesura que G-1dG/dt és negativa s’assumeix a 
priori  que ho és (basant-se en Dirac, 1938) i per tant en alguns casos s’està buscant un “límit 
superior” negatiu, deixant a banda la possibilitat de que el valor siga positiu. A més a més, 
cal tenir en compte que per a mesures fetes cada cop a una escala cosmològica més gran, el 
paràmetre Gγ és cada cop més petit (equació 3.18), la qual cosa pot fer que fa semblar una 
disminució relativa de Gγ.  

Segons la Taula 1, les millors estimacions de la variació relativa de G són: (6,2 ± 
3,3) · 10–10  any-1 (Reasenberg i Shapiro, 1978), (5 ± 1) · 10–11 any-1 (Dearborn i Schramm, 
1974), i (1,6 ± 0,6) · 10–11 any-1 (Van Flandern, 1981) en el cas (*) de que es supose que no 
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hi ha creació de Dirac. És a dir, sembla més probable que la variació relativa de G siga 
positiva que no pas negativa.  

Per totes aqueixes raons, per a fer la mitjana dels valors observats, descartarem les 
mesures negatives. Amb això, obtenim que la mitjana observada amb un interval de 
confiança del 95% és G-1dG/dt = (6 ± 5)·10–11 any-1. Aquest valor mostra que el model és 
compatible amb les observacions.  
 
 
4.4 Temps i energia mínims 
 
D’altra banda, recordem que per la hipòtesi inicial, existeix un interval mínim de temps τo 
que quànticament està relacionat amb la massa de l’univers, segons l’equació 2.21, que 
recordem és:  
 2

1=oUM τ  (4.5) 

A més a més, tenint en compte l’equació 3.17, i fent el canvi d’unitats naturals (ħ = 1 = c) 
al Sistema Internacional d’unitats, obtenim que:  

 metressegons
cT

G

o

o
o

97105
2

10·3,410·4,1
6

4 −− ===
π

τ h
 (4.6) 

on l’error dels valors és del 10%. De la mateixa manera, segons l’equació 2.22 podem 
obtindre l’energia mínima de l’univers m̃o, és a dir: 
 2

1~ =ooTm  (4.7) 

Fent el canvi d’unitats al Sistema Internacional, s’obté: 

 ( ) kg
T

Tm
o

oo
6710·01,036,1

2
)(~ −±== h

 (4.8) 

Aquesta és doncs la massa mínima mesurable i per tant pot considerar-se com la massa 
en repòs de l’espai-temps, o del fotó. Podem observar que aquest valor està molt lluny del 
límit superior observat per al fotó, que és <10−52 kg (Eidelman et al., 2004). 

 
 

4.5 Singularitat de la mètrica 
 
En l’equació 3.20, veiem que l’element goo pot anul·lar-se en certes condicions. Si 

l’energia total M es troba concentrada en un radi R ≤ D suficientment menut, aleshores 
l’energia a la distància D també serà m(D) = M, i l’element goo s’anul·larà a una certa 
distància Do, però no en el radi d’ Schwarzschild (1916a i 1916b), que val rM ≡ 2Go M, sinó 
amb un factor 4/3:  

 Mo
o

M rD
D

r
g

3

4

4

1
1000 =→=−↔=  (4.9) 

Cal destacar que l’element goo presenta valors teòrics per un rang de distàncies 
compreses entre 4rM/3 i  rM , on a més són de signe canviat (densitat de temps negativa). La 
interpretació d’aquest resultat pot donar lloc a diverses especulacions sobre viatges en el 
temps, però cal tindre en compte que el radi d’Schwarzschild suposa una barrera física 
difícil de sobrepassar (ja que la densitat del temps és zero). 
 
 
5 Conclussions 
 
L’univers pot descriure’s amb 5 dimensions i una condició de lligament que implica una 
connexió addicional entre espai i temps. Tot succeeix com si les nostres observacions 
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fixaren artificialment un instant de referència, i per tant, es tractaria d’un punt que no 
existeix a l’univers. Amb tot això es desprèn que l’expansió i el pas del temps són fenòmens 
equivalents, ja que la velocitat d’expansió és la mateixa que la velocitat del temps, la llum (c 
≡ 1). Per tant, el paràmetre de Hubble és igual a la inversa de l’edat de l’univers, Ho = 1/To = 
71,3 ± 0,6 km·s-1·Mpc-1, la qual cosa és consistent amb les observacions més recents. 

Amb la hipòtesi addicional de l’existència d’un interval de temps mínim (quantum de 
temps, igual a 1,4·10-105s), hem pogut estimar un valor teòric per a l’energia de l’univers MU 
= 4,10 · 1053 Kg que determina un valor mitjà de densitat energètica ρo = ρc = 9,60·10–27 
kg·m-3, consistent amb el valor relatiu observat (1,005 ± 0.006 vegades la densitat crítica, 
ρc). 

A més, aquest model explica que la “constant gravitacional”, G, ve donada per la inversa 
de la densitat lineal de l’energia de l’univers, i per tant, prediu que és dependent de l’edat de 
l’univers. Concretament, la variació relativa de G és aproximadament la inversa de l’edat 
actual. El valor predit de la variació relativa (G-1dG/dt = 7,3 · 10–11 any-1.) és compatible 
amb les observacions: G-1dG/dt = (6 ± 5) · 10–11 any-1. 

D’altra banda, a partir de la relació entre G i la densitat energètica de l’univers es 
dedueix un límit inferior de la mesura de la massa-energia, i per tant podem pensar que es 
tracta d’un valor teòric relacionat amb la massa en repòs del fotó. Aqueix límit depèn de 
l’edat de l’univers, i per al present s’estima que és (1,36 ± 0,01) · 10–67 kg. 

Per últim cal destacar que la curvatura de l’univers i la curvatura de la gravitació poden 
ser descrites per una mateixa geometria d’hiperesferes, segons el model senzill proposat. La 
gravitació pot entendre’s com una deformació local de la curvatura de l’univers en relació a 
la dimensió espacial extra, però en qualsevol cas a escala cosmològica la curvatura de 
l’univers sols depèn de l’edat, i no de la gravitació, sinó més bé al contrari: el paràmetre de 
la gravitació, G, depèn de la curvatura de l’univers. 
 
 
Accés Obert  Aquest article és distribuït sota els termes de la Llicència Creative Commons 
Attribution Noncommercial que permet qualsevol ús no comercial, distribució i reproducció 
en qualsevol mitjà, sempre que s'acrediti l'autor original(s) i la font. 
 
 
Apèndixs 

 
A  Angle sòlid volumètric 

 
Prenent coordenades hiperesfèriques, podem calcular el volum (V) corresponent a l’univers 
(hipersuperfície). Per tant, fem el canvi de coordenades segons: 

 











=
=
=
=

βαγ
βαγ

αγ
γ

·sin·sin·sin  y 

·cos·sin·sin  x 

·cos·sin   z

·cos u 

T

T

T

T

 (A.1) 

on T és l’edat de l’univers, que fa de radi, mentre que α, β i γ  són els angles d’un punt de la 
hiperesfera. Amb el sistema d’equacions A.1, identifiquem que l’espai ordinari és r ≡ √(x2 + 
y2 + z2 ) = T·sin γ, mentre que l’arc espacial, D, sobre l’univers és D ≡ T·γ. Amb la 
corresponent transformació de coordenades associada al sistema d’equacions A.1, el 
diferencial de volum, dV, queda com: 
 βαγαγ dddTdV ····sin·sin  23=  (A.2) 
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on el domini de la triple integral va des de 0 a 2π per a β, de π a 0 per a α i de 0 a π per a γ. 
Amb això podem calcular el volum V(γ) tancat per un angle γ  com: 

 
π

π
γ βαγγγγ 2

0

0

0

3 ·c)·cossin(
2
1

 · )( osTdVV −=∫∫∫=  (A.3) 

 )·cossin(2 ·)( 3 γγγπγ −= TV  (A.4) 

D’altra banda, definim localment l’angle sòlid volumètric, ωγ, segons la relació entre el 
volum i el cub de l’arc de distància D, és a dir: 

 3
3

)·cossin(2
)( −−=≡ γγγγπγωγ D

V
 (A.5) 

Amb aqueixa definició, és fàcil comprovar que en el límit satisfà que:  

 o
0 3

4
lim ωπωγγ

≡=
→

 (A.6) 

 
B Dilatació del temps i velocitat màxima 
 
Segons l’equació 2.6, el vector posició s expressat en funció del temps t, i la posició 
ordinària r és: 
 ( )surts ,,

r=  (B.1) 

on us és la component u del vector s, que val: 

 ( )2
211
T

r
s Tu −−−=  (B.2) 

on T és l’edat de l’univers. Per tant, el diferencial de la posició és: 
 ( )dtudtvdtds s&

r
,,=  (B.3) 

on ůs és la derivada respecte del temps de la component u del vector posició s, que segons es 
deriva de l’equació B.2, és una funció de la posició ordinària r, l’edat de l’univers T i la 
velocitat ordinària, v, segons: 

 






 −
−−

−−−=≡
T

r
v

T

r

T

r

dt

du
u

T
r

s
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2
211

1
11

2

2

&  (B.4) 

Una aproximació de ůs és: 
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T

r

T

r

T
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T
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22
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&  (B.5) 

Amb l’equació B.1 podem definir el diferencial de temps propi dt’ com aquell interval de 
temps mesurat en un sistema on la velocitat ordinària v i la posició r són zero, és a dir: 
 ( )0,0,'' dtds =  (B.6) 
on ds’ és el diferencial de posició mesurat en aqueix sistema de referència. Lògicament, la 
longitud ds’2 deu ser igual a ds2, per tant, el temps propi dt’ es troba relacionat amb el temps 
dt segons: 

 ( ) ( )222222 11' wdtuvdtdt s −=−−= &  (B.7) 

on w és la velocitat espacial total, és a dir w2 = v2 + ůs
2. A partir de l’equació B.7 i 

reescrivint la relació de dt i dt’, obtenim: 

 
21

'

w

dt
dt

−
=  (B.8) 

Per tant, un observador mesurarà un temps dt real si i solament si w ≤ 1, amb la qual cosa la 
velocitat límit de la informació és w = 1, igual que en la relativitat especial d’Einstein. Amb 
això, l’expansió de l’univers presenta un angle màxim observable, on la velocitat és 1. Per a 
trobar aquest angle, en l’equació B.3 podem emprar que r/T = sin γ, i que l’objecte és 
comòbil a l’univers, aleshores la velocitat de canvi de γ és zero, i per tant: 
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 ( ) ( ) ( )γγ cos1cos111 2
2 −−=→−−=−−−= sT

r
s uTTu &  (B.9) 

 ( )
4

cos121 2222 πγγ =→−=+== suvw &  (B.10) 

on s’ha emprat l’equació 2.9, és a dir, v = r/T. 
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