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Resum

L’electrostatica i la gravitacio classica s’assemblen tant que la possible unificacié ha estat
objecte d’estudi des de fa molts anys. Encara que actualment I’electromagnetisme es formula
amb exit mitjancant la teoria quantica de camps, en aquest treball proposem una senzilla
aproximacié per a descriure I’electromagnetisme des de la perspectiva macroscopica de la
relativitat general. La hipotesi de partida es basa en que dues particules carregades provoquen
una pertorbacié energética suficient per a pertorbar I’espai-temps i explicar de forma
aproximada les equacions de Maxwell. Per tant, amb aqueixa senzilla idea suggerim la
possibilitat de que la relaci6 geomeétrica entre I’electromagnetisme i la gravitacio encara no
esta totalment esgotada.

Abstract

The electrostatic resembles both classical gravitation, that the possible unification has been
investigated for many years. Although electromagnetism is formulated now successfully by
quantum field theory, this paper proposes a simple approach to describe the
electromagnetism from the macroscopic perspective of general relativity. The hypothesis is
based on two charged particles that cause a disturbance energy sufficient to disrupt the space-
time and explain approximately Maxwell's equations. Therefore, with such this simple idea,
we suggest the possibility that the geometric relationship between electromagnetism and
gravitation is not yet fully exhausted.

1. Introduccié

Des de fa molts anys, gran part dels fisics teorics han trobat interés en la possible relacié
entre la interaccid electromagnética i la interaccid gravitatoria. La majoria dels qui ho
investiguen, han escollit un enfocament purament quantic per a les propostes unificadores.
Com a exemple tenim la Teoria M (Duff, 1996; Gribbin, 2000) i la Gravetat Quantica de
Bucles (Ashtekar, 1986, 1988) basada en els desenvolupaments geomeétrics de Cartan (1922,
1923; De Andrade et al., 2004; Petti, 2006). No obstant, proposem enfocar préviament aquest
problema des d’una perspectiva macroscopica: si els potencials gravitatori i eléectric
assoleixen distancies grans amb un comportament similar, aleshores ambdés podrien
originar-se d’una forma semblant. | si I’energia-massa €s capa¢ de generar una curvatura
d’espai-temps, per que no també I’energia originada per la interaccid electromagnetica?
Agqueixa curvatura podria explicar les equacions de Maxwell?

Les teories de Kaluza-Klein tractaven de fer un analisi similar al que busquem, pero van
introduir una 5% dimensié que condui a altres problemes teorics (Bailin i Love, 1987,
Overduin i Wesson, 1997). Una cosa similar ocorre en la teoria d’M, que precisa d’11



dimensions per explicar conjuntament la gravitacié i I’electromagnetisme. En aquest treball
proposem aproximar-nos a les equacions classiques de I’electromagnetisme a partir de la
pertorbacié de les 4 dimensions ordinaries de la relativitat general, és a dir, mitjancant una
curvatura de I’espai-temps.

Recordem que en I’espai-temps general (Wald, 1984) existeixen regions locals en les quals
de forma infinitesimal tendeixen a ser planes (%R*, n; espai minkowskia). Per a aqueix limit
prenem el tensor métric com n? = {n® = +1, 5" = =1}, on I"index ‘0’ fa referéncia al temps i
els index ‘i’ a I’espai. Amb aqueix criteri, el quadrat de la velocitat, u* = dx*/dr (derivada de
la coordenada espacial, x* pel seu modul, 7 = |x]) és igual a u“u, = 745 uu” =+1.

2. La pertorbaci6: I’energia i el tensor impuls

Suposem que una particula de massa m; i carrega (; es veu sotmesa a una pertorbacio
energetica generada per una particula font de massa m; i carrega ¢,. Fem la hipotesi de que
existeix un camp escalar electric generat per la font, A%, tal que la pertorbacié energética
Mq1 pot escriure’s com el producte entre aqueix camp A¢; i la carrega q;:
my, = AL, (2.1)
Aleshores, per simetria, I’energia de la font es veura afectada per una pertorbacio similar,
generada per I’altra particula:
my, = 0,AS, (2.2)
Donat que I’origen dels potencials és a priori arbitrari segons la fisica classica (Alonso i Finn,
1995), suposarem un origen relatiu a la propia particula, és a dir, tot potencial d’una particula
de massa m s’avalua respecte a un radi minim aparent, rpy:
AL(r)=4(r)—-¢n(r) (2.3)
Cal tindre en compte que ry ha de ser molt petita, i per tant en general &, és molt més gran
que ¢ A més, podem definir el potencial vector associat A“ com el producte entre un
potencial escalar AZi la velocitat u® és a dir:
A" = AL u” (2.4)
La massa-energia w d’una particula de carrega g, pot desglossar-se en una massa propia my i
una energia addicional, mq, procedent d’un hipotétic potencial eléctric extern A¢;:
W=m,+m,, =m,+0,AL (2.5)
Amb aixo0 el vector impuls-energia d’aqueixa particula es defineix com el producte de la seua
energia w i la seua velocitat u:
P*=wu® =m,u” +q,A" (2.6)
on A;* és el potencial vector del camp extern A¢;. Per tant, siga una font de particules amb

una certa massa i una certa carrega que pertorben lleugerament I’espai, definim el tensor
impuls-energia generalitzat com:

P = Zj §*[x-x,] P*dx’ (2.7)

on P, és el vector impuls-energia de cada “particula font” situada en la posicié x,. Per a
comprovar que P* esta ben definit, recordem que el tensor impuls-energia i corrent eléctric
venen definits per:

. dx”
P =3 5°[x— %, (t)] m,uc ;‘t (2.8)



j* = X5 %, 0] g, (2.9)

Els quals poden escriure’s segons:
P = ZI 5 x=x,] p,“dx,” (2.10)
i EZI 5*[x—x,] q,dx* (2.11)

on pa, és el vector impuls-energia classic, és a dir p, = maUa. Aleshores, el tensor corrent o
impuls-carrega es defineix com:

aff _ 3[¢ ¢ a de 3y _y a de
J9 = 25 [X — X, (t)] quglua dt ~ Aglzé‘ [X — X, (t)] g.U, dt

39~ A5 [ 5 x=x] qusdx! (2.13)

(2.12)

on A3 és el camp escalar extern. | de forma general, el tensor impuls-energia-carrega queda
com:

P = P 4 34 (2.14)
Per a un fluid perfecte (sense viscositat), el tensor impuls-energia-carrega pot escriure’s com
(Mgller, 1952):

P’ = (p+o)u“u’ +g“c (2.15)
on g és el tensor metric amb limit minkowskia de signatura (1, 3), o €és la pressio, i p és la
densitat energetica total:

PEPuy+ APy, (2.16)
Si a més a més suposem que la pressid electrica és molt menor que la densitat energética,
aleshores el tensor corrent té la forma:
3 zAé”lpqzu"’uﬁ z_élmpqzuauﬂ (2.17)
Finalment, cal recordar que si el determinant de la métrica, g, és significativament distint de
-1, aleshores el tensor impuls-energia general (Mgller, 1952; Wald, 1984) queda com:

4
pas =3 .[ g [X__gxa] P.“dx,” (2.18)
per =L pes (2.19)

e
on P* és el tensor impuls-energia en I’espai minkowskia. No obstant en aquest treball
suposarem que estem en un espai poc pertorbat i per tant el determinant de la métrica és
aproximadament —1.

3. Part electromagnética de les equacions d’Einstein

El fet de que existeixca una pertorbacié energetica provocada per una carrega eléctrica, ens
fa esperar que la curvatura de I’espai-temps presente una contribucié provocada per dita
carrega. Aleshores tractarem d’escriure el tensor métric g, de I’espai minkowskia en funcio
d’una contribucié gravitatoria ®,, i d’una contribucié electromagnetica A;, A priori
suposerem que aquestes contribucions son suficientment menudes respecte a la métrica, de
tal manera que podem dividir-la en tres parts:

O M0+ P + A, (3.1)
Amb aix0, caldra esperar que el tensor de Riemann (O'Neill,1983) també es podra escriure de
forma separada les dues contribucions. Recordem que el tensor de Riemman pren la forma:



Reupy = (0,T%up + Tl )= (0,7 ey + T 3,17 ) (3.2)
on I" son els simbols de Christoffel:

up =£9"(0,9, +059,0 0,9, (33)
Si suposem que la pertorbacio es petita, €s a dir:
|<I>M <1l i [A,|<<1 (3.4)
Aleshores podem aproximar els simbols de Christofel segons:
[Map = %nvp [(aaq)pﬁ + aﬁq)pa o apq)ocﬂ )+ (aaApﬁ + aﬂApa - apAaﬂ )] (3'5)
i per tant, la major contribucié en el tensor de Riemann vindra donada per:
Riapy 20, T ap 0,1, o« 00D, +00A,, (3.6)
Amb aix0, podem veure que el tensor de Ricci (O'Neill, 1983) pot aproximar-se segons:
R,y =90, R s ~ 970,,(0,T%p — 0,1 ) (3.7)
Riﬂ ~ % gaygiugﬂp (ayaa 9pp ~ aﬂaa 9, aﬂap Yoy ~ ayap gaﬂ) (38)
Si prenem la part electrica de I’equacié 3.1, aleshores I’equacié 3.8 queda com:
R, ~4n“n,n"0,0,A,,-08,0,A, +3,0,A, 8,0 A,,) (3.9)
2R,, ~0,0"A,,~0,0'A, +0,0,A! —0,0 A, (3.10)

Per la mateixa rad, I’equacio d’Einstein (1916) pot separar-se en una contribucié de la massa
i una altra de la carrega:

R” ~R,"” +R,” =87 S (3.11)
on Ry, és la part de curvatura deguda a la massa i Rq és la contribucio de la carrega, mentre
que S és un tensor construit a partir del tensor impuls-energia-carrega (amb unitats naturals G
=1=c), segons:

S = p _1pg“ (3.12)
on, segons I’apartat 2 podem incloure un tensor impuls-carrega J.s segons:
P = P 4 JF (3.13)
Per tant, podem escriure que:
R? =R “ +R " =-8r (P —4P,g*) —8x (17 ~1Jg*) (3.14)
Separant les diferents contribucions obtenim:
R,” ~-8r (P —1P g*) (3.15)
R =R ™ ~ 87 (3% ~13g) (3.16)

Aquesta és la part electromagnética de I’equacié d’Einstein. A més a més, tenint en compte
les equacions 3.10 i 2.17 es dedueix que I’ordre de magnitud del tensor A% ve donat per:
O*AY ~ —Ar AL puu’ (3.17)

4. Les equacions de I’electromagnetisme
4.1. Equacio de Poisson

Del raonament anterior (equacié 3.17) cal esperar que el tensor de la pertorbacié eléctrica,
A depenga de la font pertorbadora, ¢, perd també ha de dependre del camp associat a la
particula afectada A¢i. Per tant suposem que el tensor A% ha de tenir una forma similar a:

A~ 220G S~ 20, Cu0u” (4.1)
Amb aixo, I’equacid 3.10 es transforma en la seglient:



2R, = 2¢,41 0,07 (¢u,u,)-8,07 (C,u,u, )+ 0 ﬂai(gziui J—aiay(gzuyu ﬂ)] (4.2)
+

Si multipliquem I’equaci6 4.2 per u* (veure Annex) arribem a que:

le_lullﬁxlﬂ =0 Fyﬂ + draﬂéz - drz(ézuﬂ)_ CZ(aﬂuxl deu'l )_ CZuﬂ(ayui Xayui) (4.3)
on s’ha definit que:

Fp= 6y(Czuﬂ)_6ﬂ (ézuy) (4.4)

Si suposem que el camp és estacionari respecte un sistema de coordenades comobil,
aleshores:

le_luiﬁw ~0'F, _Czdfz(uﬂ)_ Cz(aﬂux deui)— &l (Gyui Xayui) (4.5)
Menyspreant els termes quadratics amb la derivada de la velocitat, (6 u)?, tenim:
Cm U'R,, =0F,—¢,d U, (4.5)

Aquesta és la major contribucio a la part electrica del tensor de Ricci. D’altra banda, de
I’equacié 3.16 i2.17, tenim:

R =—87 (Jw _%ngﬂ)z —87 (Aélpqzuxuﬂ —%Aélpngw) (4.6)
Per tant, ara podem contraure I’equacio 4.6 amb la velocitat uy, i ens queda que:
U'R,; = —47 AL poUiy = 47 £1 ol (4.7)
Multiplicant I’equacié 4.7 per la constant i i igualant a I’equacio 4.5:
O'F, —¢,d.%u, ~ 4x pyu, (4.8)
Menyspreant el terme dfuﬂ, aleshores I’equacié 4.8 queda com:
0"Fy = A1 pyyU, (4.9)

Finalment, si escollim el gauge tal que 6”(&u,) = 0, i recordant la definicié de I’equaci6 4.4,
aleshores:

8,07 (¢u, )~ 4r pou, (4.10)
La qual cosa és una equacié de Poisson amb D’ Alembertia (recordem que 8,87 = 8¢° — 6= ).
Si la densitat py és integrable, aleshores podem aplicar el teorema de Green a I’equacio 4.10,

amb la qual la soluci6 general d’aqueixa equacid aproximada és (McDonald,1997; Stewart,
2004):

Ay =G, = | Pt qz(:l)“ﬁ S(%,'=r)dv" (4.11)

on r=|x — x’| és la distancia a la font i per tant 3(xo’— r) és la delta del retard sofert, on X’ és
la component temporal de la posici6 de la font, x’.

4.2. Potencial escalar

A partir de I’equacié 4.11 podem escriure que el potencial electric AZ té una forma similar al
potencial gravitatori A¢ , (Alonso i Finn, 1995):

AG=¢M)-Cy) 1=t
m (4.12)
AP =40~y (1) x T+

r

m
Per tant, podem suposar que en al menys algun cas pot existir una analogia entre la metrica
de la contribuci6 eléctrica i la de la contribucié massica:



{ A® = 2088, ~ 26,8, (4.13)

D% ~ 20Gp, = —2¢..0,

Encara aixi, I’element goo ha de mantenir similituds a I’aproximacié newtoniana (Wald,
1984), és a dir:

Gop =1+ 24, z(l— 2”‘2] (4.14)
r

Per la qual cosa, podem trobar el valor del radi minim aparent, rpy:

O° ~ - 2m, ~ =20, = _2(_ ﬂ)(_ &j = =M (4.15)
r r., r
i en consequéncia, obtenim la constant {a:
29, q q

A ~or po= o S| o G 4.16
legz ( - )( r ml r le ml ( )

4.3. Primera identitat de Bianchi

D’altra banda, cal recordar que la primera identitat de Bianchi (O'Neill, 1983) és:
Riup, + Riyep T Ripe =0 (4.17)
I si a més tenim en compte que una de les propietats del tensor de curvatura de Riemann
sobre vectors és:

AR%up =V, V,A -V, V A (4.18)
aleshores veiem que s’acompleix la seglient relacio:
VIEY +VOEY £ VPR = VIVEA VIV A 1 VOVP A VoV AP 1 VAV A VPV AT (4.19)

v ¥ < ¥ T T

b a c
Vy Faﬁ +Va Fﬁ}’ + Vﬁ Fya = ;\O_Ro-ﬁya + Z\O_Ro-yaﬁ + ;\O_Ro-aﬁy - Z\O_ (Ro-ﬁya + Ro-yaﬁ + Ro-aﬁy)z 0 (4-20)
Per tant, arribem a la seglent identitat:
V,F,, +V,F, +V F =0 (4.21)

Aquesta identitat és coneguda com I’equacié homogeénia de I’electromagnetisme.

4.4, Caiguda lliure en un camp electromagnetic

Un punt fonamental en el treball és la comprovacié de la consisténcia de les equacions pel
que fa a la caiguda lliure per a particules carregades. Siga I’equacié de les geodesiques
(Mgller, 1952):

Doy +T#pueu” (4.22)
dr dr
on I" son els simbols de Christoffel,
Fvaﬁ = % gvp(aagpﬁ +aﬁgpa _apgaﬂ) (4'23)

aleshores la part electromagnética de [I’equacié hauria de vindre del seglent
desenvolupament:

(Fvaﬁ)eléc :%nvp(aaApﬁ +a/3A —0,A ) (4.24)

pa p’rap
(Mup e = 20, A% +0,A% —0"A,,) (4.25)
D’altra banda, tenint en compte I’equacié 4.1 i 4.11, podem rescriure la contribucio eléectrica
del tensor metric com:



A~ 2,0u = 26, A (4.26)
Substituint I’equacié 4.25 amb la 4.26, observem que per cada derivada del tensor, hi un
membre que depén de la derivada parcial de la velocitat,
o, A7 ~2¢,u"0 A +2¢,, A0 u” (4.27)
Superflu
i donat que en I’equaci6 4.22 apareix la contraccié dels simbols de Christoffel amb la
velocitat, aleshores s’hi anul-la el terme amb la derivada de la velocitat (uﬁayu"’: 0) que
apareix en la combinacid de les equacions 4.22, 4.25 i 4.27. Per tant ens queda:

(Mup aoUU” = &u“u®| u,0, A0 +U,0, A" —u, A, (4.28)
—
->F’ ->F’
on hem considerat que |A| << 1 i per tant g = 7. Si ara apliquem la definicié 4.4, veiem que:
(F“aﬁ)e,écu“uﬁ zgmlu“uﬁ(uﬁFa“ +uaaﬁA“) (4.29)
Contraent la velocitat:
(s ygeu“v? =& ml(U“Fa” +U”8,3A“) (4.30)
(s )y U“U” &0 F 7+, AY) (4.31)

Per tant, sumant la contribuci6 eléctrica (eléc) i massica (mas) de I’equacié de les
geodesiques, aquesta queda com:

D d B B
Eu” zEUﬂ +(F”aﬁ )masu u’ +(F”aﬁ )e,écu u’ (4.32)
Ru” ~ iu” +(F”aﬁ)masuau[’ +¢ U +%§mldff5\” (4.33)
dr dr 4
Ru” ziu” +(F”aﬁ)masu“uﬁ —¢ U'F” +%§mldff5\” (4.34)
dr dr ’
on la constant ¢y la podem substituir segons 4.16 com:
=G (4.35)
r.ml ml
Ru”ziu’Ur(l“”aﬁ) uewf — e 4 9g A (4.36)
dr dr mes m “"m T
En el cas en que hi hagués una forga exterior f5 aleshores es satisfara que:
f,= mld—DTu[, ~ mlt;j—fu” + ml(l“”aﬁ)masuauﬁ —Qu'F* + q,d_A“ (4.37)
| aillant el terme classic newtonia:
mliu” ~f, +qu'F* - qldfﬂ” —ml(l“”aﬁ)masu“uﬁ (4.38)

Noteu que aquesta equacioé és la forca de Lorentz en un camp gravitatori, exceptuant el terme
0:d-A, que depén de la derivada temporal-propia del camp A. Si bé, aquest terme en general
és zero.

5. Discussio

5.1. Ordre de magnitud de la pertorbacid

Perque les aproximacions anteriors siguen valides una de les comprovacions que cal realitzar
és que la constant &, siga molt més gran que el potencial escalar ordinari £. Recordem que la



contribucié eléctrica a la pertorbacié energética ve donada per I’equacio 2.5, en la qual
podem desfer les unitats naturals (G = 1 = c), i ens queda que:

w=m+q(c—cm)=mc2+q(k—f—ch j (5.)

Gm

Escollint com a radi tipic el radi de Bohr (Alonso i Finn, 1995), d’uns 5-10™ m, veiem que
la constant ¢ per al proté i electré és de I’ordre de 10*° J/C i 10*® J/C respectivament, mentre
que el potencial eléctric ordinari, ¢, és de I’ordre de 10 J/C per ambdds. D’altra banda, si la
teoria és correcta, cal esperar que la pertorbacio electrica de la métrica siga relativament
petita. Desfent les unitats naturals ens queda com:

G 2q kq
Aaﬁ ~ ZCmC uauﬁ = (k_CA\JCmC uauﬁ = m_CZTuauﬁ (52)

| prenent de nou els valors tipics per al proté i electré en I’atom d’hidrogen, el valor d’A% es
tipicament 107 i 10, respectivament, per tant s’acompleix la aproximacié inicial de |A%/| <<
1 (expressié 3.1). No obstant aix0, I’equacié 4.11 han estat escrita després de diverses
aproximacions que no garanteixen el compliment en tots els casos, per tant és possible que la
forma més adequada per al tensor 5.2 siga una altra.

5.2. Possible relacié entre la carrega i I’energia

La possible semblanca entre la curvatura generada per la energia massica i I’energia eléctrica
obri una discussio sobre si es tractaria d’una coincidencia o si realment aquesta relacié aniria
més enlla. Si fem la hipotesi de que existeix una relacié d’identitat entre I’energia electrica
q¢ i I’energia gravitatoria me, aleshores veiem que en certa manera podem substituir una amb
I’altra mitjangcant una senzilla transformacié (equacié 5.3), que a més a més fa que els
elements metrics (equacio 4.16) siguen iguals per a la component 00:

rﬁ<—>i\/Kq — q1i2=ml¢2 0~ ~ (5.3
G A (ql’qZ)Z(D (ml’mz)

on k la constant de Coulomb i G és la constant de Newton, que en unitats naturals es
consideren igual a la unitat. En definitiva, I’equacié 5.3 podria ser una simple coincidéncia
en la forma o bé podria ser I’indici d’alguna cosa més que semblanca. De fet, veiem que
aquesta transformacié també es satisfa en I’equacié 2.5 per a I’energia total w (equacio 2.5),
on veiem que:

M M n m m1 M rrﬁ1:rﬁl

0,AL, = M,Ad, (M), = LU Imzml ~ L ~ m, (5.4)

r I’rﬁl il
on de nou hem emprat unitats naturals (G = 1 = k), i on hem pres la forma dels potencials
segons I’equaci6 4.15. Per tant, es raonable pensar que I’energia total que intervé en tot el
procés és realment:

i W=m,Ad +q,AL; » M, +Q,AL, (5.5)
Es a dir, a partir de I’equacio 5.5 es pot definir de forma més general el vector impuls-energia
que sorgeix de la nostra hipotesi:

P*=wu“=mU,* +g,A" (5.6)
on hem definit que:
U,” = Agu” (5.7)
Amb aixo el tensor impuls-energia (equacions 2.7 a 2.17) quedaria com:
P ~ (A¢1pm2 + Aélpqz)‘ﬂuﬂ & (_ Pt Prnz — lepqz)‘Jauﬂ (5.8)

i aplicant les equacions 4.9 14.15, on 8,0’ =pq i 0,0’ = — pm, Obtenim que:
1
PP % (30,070, ~ £, 07 C a0’ (5.9)



D’altra banda, de les equacions 4.7 a 4.10 es dedueix que:
UARA/} ~ Clmayay (Czuﬂ)z A AL, pgUy = AT &1 Pools (5.10)
Per la qual cosa, generalitzant en base a les equacions 4.13, 5.3 5.8, tenim:

UARA/} ~ Clmayay (CZuﬂ)_¢1mayay (¢2u/3)z Ar (Clmpqz +¢1mpm2)"lﬂ ~—Ar Paﬂua (5.11)
on Py = gey0p. P™. La qual cosa sembla que és coherent amb la transformacié definida en
I’equacio 5.3 i amb la metrica proposada anteriorment. Pero cal investigar fins a quin punt és
valida aqueixa transformacio, és a dir, caldria veure si existeix un camp gravitatori tal que
acompleixi la relacié A® (qy, g2) <> @ (my, my). Si bé, en les Gltimes décades alguns autors
han investigat la possible analogia del camp magnétic en la gravitacié, coneguda com
gravitomagnetisme (Ciufolini et al., 2003; Bini et al., 2003), i s’han buscat proves
empiriques que fins a la data no sembla descartar aqueixa possibilitat (Ashby et al., 2007).

5.3. Equacions de Klein-Gordon i Dirac
Es pot comprovar que I’equacié 2.6 es compatible amb les equacions de Klein-Gordon-Dirac

amb interacci6 electromagnética. Recordem que la signatura limit de la métrica s’ha pres
igual a (1, 3), i per tant el quadrat del vector moment P, és igual a +w?:

P, =wu, - 9P P” =w?g”u,u, =w’ (5.12)
Si es contrauen ambdos membres de la igualtat mitjancant una matriu vectorial y*, aleshores:
P, =wy’u, - y“y’P, P, =W2yayﬂuauﬂ =w? (5.13)
on ¥ és una matriu que necessariament satisfa que:
vy +yPy® =291 (5.14)

on g* és el tensor métric, | és la matriu identitat i * es regeix per I’algebra de Clifford
CI(1,3) (Lounesto, 2001). Doncs si ara transformem I’equacié 5.13 en operadors d’acord amb
el principi de correspondéncia de la teoria quantica de camps, aleshores podem escriure:
(P, 7w, Jy =0 (5.15)
on yés un camp, i P, i wu, son operadors. L’operador P, és idénticament igual a iV, ,
mentre que I’operador wu, pot desglossar-se en dos, un que multiplica a la massa (u,) i un
altre que multiplica a la carrega (A.):
(iyava —y“mu,, —yana)y =0 (5.16)
Si multipliquem I’equacié anterior per un terme d’operadors similar perd canviant de signe a
la massa, aleshores veiem que recuperem I’equacié de Klain-Gordon amb preséncia de camp
electromagnetic (Mandl & Shaw, 1993):
iV, —gA, F +1q0™F,, —m?y =0 (5.17)
No obstant, tal i com ja va observar Dirac, el terme on apareix I’operador de la massa pot
substituir-se directament per la massa escalar, €s a dir, per a una métrica amb signatura (1, 3)
I’equacid 5.16 pot escriure’s com:
liy“v,-m-y"gA, Jy =0 (5.18)
D’aquesta manera, multiplicant de nou pel mateix terme pero amb la massa canviada de
signe recuperem I’equaci6 5.17. L’equacié 5.18 és la coneguda com Equacié de Dirac amb
presencia de camp electromagnétic (Mandl i Shaw, 1993). Pero, que passa amb I’equacié
5.15 si suposem valides les equacions 5.6 i 5.7? En primer lloc obtenim que:
(iyava —y*mu, —yana)y =0 (5.19)
on:

r r

ml

U,,=A¢u, = (—ﬂ-i- ﬂjuaz (—ﬂﬂjua: $u,+u,=V, +u, (5.20)
r



Per tant, podem rescriure I’equaci6 5.19 com:

(iyava —y*mu, —y“mV, —yana)y =0 (5.21)
I realitzant la transformaci6 de Dirac (equacions 5.16 i 5.18), s’obté:
(iyava -m-y*mV, —yana);/ =0 (5.22)

Noteu que, si la carrega fos zero, la forma quadratica de I’equacié 5.22 seria una expressio
similar a I’equaci6 5.17 pero referida a la gravitacio.

5.4, Punts critics de la teoria

El principal punt feble de la teoria és que per a reproduir de forma aproximada les equacions
classiques d’electromagnetisme és necessari suposar préviament I’existencia de la interaccio
electromagnetica, de tal forma que és defineix inicialment una energia tal que mg1 = Q1A%
(equaci6 2.1). Aquesta premissa inicial hauria de deduir-se d’una forma més general.

De igual manera, la interpretacié geométrica de la pertorbacié eléctrica (A*") del tensor
metric no és trivial, ja que pel mateix motiu s’estima que depén de les dues carregues (o els
dos camps, &1 1 &2).

Pel que fa a la possible correspondencia entre carrega i energia, aquesta suggereix
relacions més profundes entre ambdues pertorbacions de la métrica, la electrica i la massica.
Pero pot conduir a resultats massa atrevits, com ara que pot haver-hi una interaccié entre
carrega i energia, ja que I’energia total d’una particula seria m = Myea + iMimag. Per tant,
I’energia de la interacci6 entre dues particules seria logicament de I’ordre de miy; = myd, =
Gmym,/r, on s’obtindria un part imaginaria de mi, diferent de zero, Im{miy} # 0. A¢O no
representa un problema per a dues particules simples, ja que la part electrica domina tant que
seria menyspreable I’efecte. No obstant, la interacci6 entre una particula carregada i un camp
gravitatori intens si s”hauria de fer notar, tant que la carrega no es conservaria totalment:

~ GM .|k GM .|k GM
1220 i K12 i Ky —— gi=ql1- 5.23
m( rczj I Gq( rczj \/gq a q( rczj (5.23)

Per exemple, si en la Terra s’ha mesurat que la carrega fonamental de I’electré és q” = —
1.602176487(40)-107°C (Mohr et al., 2008), aleshores el valor en I’espai pla seria q ~ —
1.602176488-107°C. En aquest cas, ambdés valors sén compatibles entre ells; perd cabria
esperar que s’observaren valors més diversos per efectes gravitacionals més forts, com ara en
estrelles grans. | pel que sembla, s’han mesurat variacions de la constant d’estructura fina (o
= ke?/hc, veure Taulal) que podrien explicar-se en part amb el fenomen descrit en I’equacié
5.23. En concret, depenent de la regié de I’espai, s’han observat valors de Aa/ow que oscil-len
entre +10 ' i els 10 (Webb et al., 1999; Murphy et al., 2003; Bahcall et al., 2004; Grupe et
al., 2005; Chand et al., 2005; Levshakov et al., 2006, 2007; Molaro et al. 2008; Gutiérrez i
Lopez-Corredoira, 2010). Aquesta fluctuacio regional no sembla explicar-se totalment amb la
suposada variacié temporal, ja que aquesta empiricament es més menuda, de I’ordre de 10™°
a 10" (Murphy et al., 2003; Gutiérrez i L6pez-Corredoira, 2010).

Taula 1. Variacio relativa de la constant d’estructura fina, per a diferents zones (mesurades
segons el desviament al roig o redshift).

Autors Aa/a. redshift
Webb et al. (1999) ~1.9+0.5x 10" 1<z<16
Webb et al. (1999) —0.2+0.4 x 107 05<z<1,

Murphy et al. (2003) (—0.574 +0.102) x 107 0.2<z<37,
Bahcall et al. (2004) (+0.7+1.4) x 10" 0.16 <z<0.80
Grupe et al. (2005) +(1.5+0.7)x 10°° 0.035 < z < 0.281.

Chand et al. (2005) +(0.15+0.44) x10™ 1.59 < z<2.32



Levshakov et al. (2006) (—0.07 + 0.84) x10°° z=1.15

Levshakov et al. (2007) +(5.4 +2.5) x 10°° z=1.84
Molaro et al. (2008) (—0.12+1.79) x10° z=1.15
Gutiérrez i Lopez (2010) (+2.4%2.5) x10™° 2<0.8

6. Conclusions

Aquest treball esta basat en la hipotesi inicial de que la interaccié electromagnética pot
entendre’s directament com una conseqiiencia de la pertorbaci6 energética associada, la qual
provocaria una curvatura de I’espai-temps. El problema es redueix per tant a trobar
I’expressi6 més adequada per a la contribuci6 electrica del tensor meétric. En concret
proposem que aqueix element métric ha de tenir una forma similar a:

A? ~ 2¢,,Luu’ (6.1)

on & és el camp electric extern, {im €s la constant del camp electric de la particula afectada.
Aixi doncs, es comprova que la pertorbaci6 representada en I’equacio 6.1 genera una petita
curvatura tal que reprodueix aproximadament les equacions fonamentals de la teoria classica
de Maxwell, i a més també reprodueix la forca de Lorentz en la caiguda lliure. Les
aproximacions desenvolupades en aquest treball son coherents amb els ordres de magnitud
que s’obtenen per al valor de la pertorbacié de I’espai-temps. Per exemple, en un atom
d’hidrogen el valor d’A® es tipicament 107 i 10, respectivament per al prot6 i Ielectré.

Cal destacar que la consisténcia amb les teories quantiques sembla estar garantida ja
que la mateixa hipotesi inicial de la pertorbacidé energética és compatible amb el terme
addicional del camp eléctric que apareix en les equacions de Klain-Gordon i Dirac. A més a
mes, en aquest treball es dedueix una hipotética relacié de transformacio entre la contribucio
electrica i gravitatoria que podria conduir a un terme addicional en les equacions de Klain-
Gordon i Dirac en preséncia de forts camps gravitatoris.

No obstant, la teoria presenta alguns punts critics, com ara que ha de partir d’una
interaccié electromagneética previa (I’energia electrostatica) del que depén el vector moment
generalitzat, font pertorbadora de la metrica. Una de les prediccions més atrevides d’aquesta
teoria aproximada és la possibilitat de que el valor de la carrega fonamental es veja afectat
per la gravetat, la qual cosa caldra comprovar-se, o bé, justificar en cas contrari. Per tant,
suggerim la possibilitat de que la relacié geomeétrica entre I’electromagnetisme i la gravitacio
no esta totalment esgotada, encara que ha de aprofundir-se d’una forma més robusta.

7. Annex

Desenvolupem I’equacié 4.2, amb I’objectiu de contraure-la amb la velocitat:
Ry = Cm|7[0, (C0,0,)- 0, (G0, )}+0,0,6, - 0,0, (G0, )| (7.1)

desenvolupant desenvolupant

Per tant, suggerim aillar el terme u;:
le_lR/w = aﬁy luxlay (Czuﬂ )_ uiaﬁ (Czuy )+ Czuﬂayui - Czuyaﬁuxl J+ aﬁaiCZ - aiay (Czuyuﬁ) (7'2)

desenvolupant T

Cmi Rip = (ayux )[ay (CZU/} )- ey (Czuy J+u,e [ay (CZuﬂ )- 0 (Czuy )
+07[¢u,0,u, =00, 1 0,0,4,-0,0,(Cu'u,)

desenvolupant T

(7.3)

Seguim aillant la velocitat u,, en el terme assenyalat:



Cmi Rip = (ayux )[ay (CZuﬁ )- aﬁ(CZU;/ J+u,e [ay (CZuﬁ )- <y (Czuy )
+67(§2uﬁ)ayui —ay(gzuy)aﬁui + (gzu[,)azui —(gzuy)ayaﬁui (7.4)
+0,0,4,-0,0,(¢uu,)

Ara podem identificar un terme que fa d’operador actuant sobre u, (el mateix havera
ocorregut si haverem aillat ugp):

Co Rip ~u,07[0, (620, )-0, (0, )]+ 0,0,¢, 0,0, (G, )+ 0, (u,) (7.5)
on I’operador és:

oﬁEf[ay(czuﬁ)—aﬁ(czuy)]g;w(czuﬁ)iy)—ay(czuy)<3£+(czuﬁ)?j—(czuy)aigﬁJ (7:6)
Cal destacar que en 7.6 es tracta d’un operador diferencial amb termes de primer ordre (1, 2 i
3) i de segon ordre (4 i 5). Per tant, si contraiem I’equacié 7.5 amb la velocitat, ens queda que:

$i U'R,, 0 [ay(gzuﬂ)—aﬂ(gzuy)h u*0,0,¢, —u*aiay(gzuyuﬂ% u*0,(u,) (7.7)

amb:
u*0,(u,)= —gzuy(aﬂui)(ayuﬂ)—gzuﬂ(ayui)(ayui) (7.8)
on s’ha tingut en compte que:
Ozaﬁ(uiui)=2uiaﬁui (7.9)
0=0,0"(u,u*)=2u,0,0°u" +20,u,0"u’

Tenint en compte que u,0” = d,, i fem I’aproximacié quasi-minkowskiana per a la continuitat
d'u, = 0, aleshores ’equaci6 7.7 es fa com:

Co R, = [0, (00u,)-0,(0u, )|+ d.0,8, —d.2(¢u, )+ ut0,(u,) (7.10)
Prenent la definicio F,z3= 0, (&up) — 05 (&Huy):
Col UR,, ~07F, +d,0,¢,-d.%(¢u,)+u”0,(u,) (7.11)

Recordant I’equacio 7.8, arribem a:
Co R, OF,+d,0,8, —d. (¢, )-&,(0,u, Jd.ut )¢, (0,u, Noru?) (7.12)
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